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Hoofdstuk 4: Kegelsneden.
V_1.
a.

[image: image177.emf] waarbij m een lijn is evenwijdig aan l.
b.
Neem enkele punten V op m. Snijd de loodlijn op m door V met de middelloodlijn van MV. De snijpunten P liggen op de parabool.
V_2.
a.

[image: image2.wmf](,)

dPcPVPF
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, dus P ligt op de middelloodlijn van FV.

b./c.
Neem enkele punten V op c. Snijd de straal MV met de middelloodlijn van FV. De snijpunten E liggen op de ellips.

[image: image156.wmf]b
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+=+=


V_3.
a.


b.
Neem en punt P op l. Teken een lijn door P loodrecht op r. Deze lijn snijdt r in punt M. P’ ligt op de loodlijn zó dat 
[image: image4.wmf]'
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m is de lijn door P’ en S.
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 (ZHZ), dus 
[image: image6.wmf]'
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. Met andere woorden: r is de bissectrice van de hoek tussen l en m.
[image: image157.wmf]b


T_4.
a.

b.

[image: image7.wmf]1
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 (straal staat loodrecht op de cirkel) en ook 
[image: image8.wmf]2
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c.
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 waarbij c3 de cirkel is met middelpunt M en straal 8.

d.
Gevraagd wordt de conflictlijn van cirkel 3 en punt N binnen de cirkel. Deze conflictlijn is een ellips.

e.
Neem enkele punten V op c3 en snijd MP met de middelloodlijn van NV. De snijpunten E vormen de ellips.
[image: image158.wmf]a

V_5.
a./b.
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[image: image11.wmf](,)1(,)
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 waarbij r het lijnstuk is evenwijdig aan AB op afstand 1.

c.


d.
Vanaf punt P gaat de conflictlijn over op de middelloodlijn van A’M en B’M. (conflictlijn tussen twee punten).
e.


1.
a.
cirkel: vlak staat loodrecht op de as (horizontaal vlak).
b.
parabool: vlak is evenwijdig aan de kegelmantel (niet door de top).
c.
ellips: vlak dat minder steil loopt dan l.
d.
vlak door de top waarbij de hoek tussen het vlak en de as groter is dan 
[image: image12.wmf]a

: punt.
vlak door de top waarbij de hoek tussen het vlak en de as groter is dan 
[image: image13.wmf]a

: twee snijdende lijnen.

[image: image159.wmf]a

2.
a.
Voor alle driehoeken MRS geldt: 
[image: image14.wmf]90
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 (hoek raaklijn-straal).

MS hebben ze gemeenschappelijk en MR is de straal van de bol. Dus alle driehoeken zijn congruent: 
[image: image15.wmf]MSR
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 is constant. 
b.

[image: image16.wmf]'
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 (zie opgave a)
Omdat 
[image: image17.wmf]'
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 zijn de driehoeken SRN en SR’N ook congruent (ZHZ) en dus geldt: 
[image: image18.wmf]'
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Dit geldt voor elke willekeurige raaklijn. Dus de raakpunten hebben allemaal dezelfde afstand tot punt N. R ligt op een cirkel met middelpunt N.
c.
zie boven.
3.
a.
PF1 en PB zijn raaklijnen uit P aan de grote bol. Analoog aan het bewijs bij opgave 2 volgt dat 
[image: image19.wmf]1
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. Zo geldt ook: 
[image: image20.wmf]2
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b.

[image: image21.wmf]12
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c.
SA en SB zijn constant, en daarmee is 
[image: image22.wmf]ABSBSA
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 ook constant.
d.
Voor de punten P geldt: 
[image: image23.wmf]12
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constant, dus de punten P liggen op een ellips.
4.
a.
De doorsnede is een punt: de top van de kegel.

b.
De brandpunten vallen samen en de lengte van de assen is 0.

5.
a.
De doorsnede is twee snijdende lijnen.

b.
De toppen vallen samen en de brandpunten ”liggen in het oneindige”.

6.
a.
R ligt op de parabool, dus 
[image: image24.wmf](,)
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. Dus R ligt op de middelloodlijn m van FV.
b.
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c.

[image: image26.wmf]'
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 omdat QV de schuine zijde is in driehoek QQ’V
d.
Uit b en c volgt dat 
[image: image27.wmf]'(,)

QFQVQQdQl

=>=

, en dus dat Q niet op de parabool ligt. Punt R is dus het enige punt op m welke op de parabool ligt. R is het raakpunt aan de parabool.
e.

[image: image28.wmf]()
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[image: image29.wmf]MRFMRV
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f.
Elke verticale lijn loodrecht op de richtlijn heeft één punt met de parabool gemeen, maar is geen raaklijn.
7.
a.
De raaklijn maakt gelijke hoeken met RF en RV (zeg 
[image: image30.wmf]a

). De deellijn verdeelt hoek PRF in twee gelijke hoeken (zeg 
[image: image31.wmf]b

).
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Dus de raaklijn staat loodrecht op de deellijn.

b.
Teken punt V op l waarvoor geldt 
[image: image33.wmf]RVRF
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. De richtlijn gaat door V en staat loodrecht op l.

De raaklijn in R is de middelloodlijn van VF.

c.
Teken de bissectrice van 
[image: image34.wmf]FRP
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, en vervolgens de loodlijn hierop door R.
[image: image160.emf]8.
Teken een lijn m’ door R evenwijdig aan m.
Teken een lijn door R loodrecht op l. (deze lijn is de deellijn van de hoek die m’ maakt met FR.)
Construeer het brandpunt F. 

Teken het voetpunt V op m’ zo dat 
[image: image35.wmf]RFRV

=

.
Teken een lijn door V loodrecht op m’. (dit is de richtlijn van de parabool.)
9.

[image: image36.wmf]AVAF
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 (A ligt op de parabool)
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Ð=Ð

 (raaklijneigenschap)


AS hebben ze gemeenschappelijk, dus 
[image: image38.wmf]VASFAS
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. Hieruit volgt 
[image: image39.wmf]90
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[image: image161.emf]10.
Raaklijn AM is deellijn van 
[image: image40.wmf]VAF
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 (raaklijneigenschap).

Omdat 
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 geldt 
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 (Z-hoek).

Op analoge wijze volgt: 
[image: image44.wmf]45
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 en daaruit volgt dan dat 
[image: image45.wmf]90
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11.
a.
Omdat de deellijn van de invallende en teruggekaatste lichtstraal loodrecht staat op de raaklijn in R.
b.
Die bundel zijn evenwijdige lijnen aan de as van de paraboloïde.
c.
Zie opgave 10: Het vlak door F loodrecht op de as van de paraboloïde snijdt deze in een cirkel. Lichtstralen, evenwijdig aan de as die op deze cirkel vallen worden onder een hoek van 90o teruggekaatst in lichtstralen door F.
12.
a.
Dan is de ontvangst het sterkst.
b.
De richtlijn loopt evenwijdig aan het golffront: 
[image: image46.wmf]1122
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13.
a.
R ligt op de ellips: 
[image: image48.wmf]2
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; R ligt op de middelloodlijn m van F2V.
b.
Q op m: 
[image: image49.wmf]2
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. Dus Q ligt niet op de ellips.
c.
Van alle punten op de middelloodlijn is punt R de enige die op de ellips ligt.
d.
Neem M het snijpunt van de middelloodlijn met F2V.
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Hieruit volgt: 
[image: image53.wmf]2
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. De hoek die m maakt met RF1 is even groot als 
[image: image54.wmf]MRV
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 (overstaande hoeken), dus m maakt gelijke hoeken met RF1 en RF2.
14.
a.
De hoeken die RF1 en RF2 maken met de raaklijn zijn gelijk, zeg 
[image: image55.wmf]a

. De hoeken die RF1 en RF2 maken met m zijn ook gelijk, zeg 
[image: image56.wmf]b

.
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Dus l en m staan loodrecht op elkaar.
b.
Construeer punt V op de lijn F1R zo dat 
[image: image58.wmf]2
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l is de middelloodlijn van F2V.
c.
Construeer de bissectrice m van 
[image: image59.wmf]12
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l is de lijn door R loodrecht op m.
15.
a.
N is het middelpunt van cirkel c. N is dus ook het midden van F1F2 en QN (de straal van c) is de helft van de lange as van de ellips (de helft van de straal van de richtcirkel).
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[image: image61.wmf]1
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. Daarom is F2Q ook de helft van F2V; ofwel 
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[image: image64.wmf]2
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QR is de middelloodlijn van F2V en dus de raaklijn in R aan de ellips.
c.
Dat volgt direct uit b.
d.
Deze aanpak lijkt me wat omslachtig.
[image: image162.emf]16.
a.
Een straal door F2 komt in R1 en wordt gereflecteerd volgens de hoek van inval is gelijk aan de hoek van uitval. Daardoor gaat de gereflecteerde straal door F1 en komt vervolgens in R2. Etc.
b.
De teruggekaatste straal lijkt uit F2 te zijn gekomen.
17.
a.
De lijn door Q raakt de ellips in R1. Teken F1R1 en F2R1 en construeer de deellijn van 
[image: image65.wmf]112
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. De deellijn is ook de deellijn van 
[image: image66.wmf]12
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. Construeer de lijn 
[image: image67.wmf]12
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Teken F1R2 en F2R2 en construeer de deellijn van 
[image: image68.wmf]122
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. De deellijn is ook de deellijn van 
[image: image69.wmf]123
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. Construeer de lijn 
[image: image70.wmf]23

RR

. Etc.
b.
De invallende hoek (die QR1 maakt met de raaklijn) is kleiner dan de hoek die F1R1 maakt met de raaklijn. Dus de gespiegelde straal R1R2 maakt ook een kleinere hoek met de raaklijn dan R1F2. Dus gaat R1R2 niet tussen F1F2 door.
c.
De teruggekaatste stralen gaan dan ook steeds tussen de brandpunten door.
18.
[image: image163.emf]a./b.

c.
Bij het vouwen komt punt V op F.



[image: image71.wmf]FNVN
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 en VF staat loodrecht op de vouwlijn.
Dus de vouwlijn is de middelloodlijn van VF en daarmee dus een raaklijn aan de ellips. Het raakpunt E is het snijpunt van VM met de vouwlijn.

d.
De lengte van de lange as is gelijk aan de straal van de richtcirkel: 10 cm.

Voor punt P op de ellips op de korte as geldt: 
[image: image72.wmf]5
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 en de afstand van M tot het snijpunt van de assen is 
[image: image73.wmf]1
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. De lengte van de korte as is dan 
[image: image74.wmf]22
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19.
F1P snijdt de richtcirkel in V. Lijn l is dan de middelloodlijn van VF2. F2Q is de helft van F2V en MF2 is de helft van F1F2. Dan is MQ ook de helft van F1V.

Uit deze laatste volgt: 
[image: image75.wmf]111

1112

222

()()

MQFVFPPVFPPF

==+=+


20.
a.

[image: image76.wmf]''
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 (straal van de richtcirkel)


[image: image77.wmf]GPPF
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 (P op de middelloodlijn van FG)
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 (P op de middelloodlijn van F’G’)


Dus 
[image: image79.wmf]''

FGPGFP

@

VV

 (ZZZ)

b.

[image: image80.wmf]PFGPGF
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[image: image81.wmf]PFG
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 is gelijkbenig: P op middelloodlijn van FG)
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[image: image83.wmf]RFG
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 is gelijkbenig: R op ellips)
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(1)
Vanwege 
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[image: image86.wmf]''
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 en met (1) volgt nu 
[image: image87.wmf]'
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, ofwel PF is de bissectrice van 
[image: image88.wmf]QFR
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c.
Op dezelfde wijze kan je aantonen dat 
[image: image89.wmf]'''
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[image: image90.wmf]''''
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21.
a.
P ligt op de hyperbool, dus 
[image: image93.wmf]2

APFP
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. Dan moet P liggen op de middelloodlijn van AF2.


P is het snijpunt van F1A met de middelloodlijn van AF2.
b.


c.
De middelloodlijn van A2F2 snijdt de halve lijn F1A2 niet.
d.
Als 
[image: image94.wmf]12
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 dan is de middelloodlijn van AF2 evenwijdig aan de halve lijn F1A  en snijden ze elkaar niet.

Als 
[image: image95.wmf]12
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 dan snijdt de middelloodlijn van AF2 de halve lijn F1A niet.
e.
Teken vanuit F2 de twee raaklijnen aan de cirkel. De middelloodlijnen van R1F2 en R1F2 zijn de asymptoten van de hyperbool.
[image: image164.emf]22.
a.
Voor de top van de hyperbool (deze ligt op F1F2) geldt: 
[image: image96.wmf]12
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[image: image97.wmf]12
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Dus de afstand van T tot F2 is 1. Dan is de afstand van T tot de richtcirkel ook 1 en is de straal van de richtcirkel met middelpunt F1 gelijk aan 4.
Kies enkele punten V op de richtcirkel en snijdt de halve lijn F1V met de middelloodlijn van VF2. De hyperbool is bovendien symmetrisch in de lijn F1F2.

b.
De raakpunten R1 en R2 kun je als volgt construeren. De hoek F1R1F2 is recht, dus R1 ligt op
een cirkel met middellijn F1F2. Construeer het midden M van F1F2. R1 en R2 zijn de snijpunten van de cirkel met middelpunt M en straal MF1.

De asymptoten zijn de middelloodlijnen van R1F2 en R2F2.

23.
a.
R ligt op de hyperbool: 
[image: image98.wmf]2
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[image: image99.wmf]112
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b.

[image: image100.wmf]2
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[image: image101.wmf]2
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c.
Neem een punt Q op m. Dan geldt: 
[image: image102.wmf]2
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[image: image103.wmf]QVRV
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[image: image104.wmf]112
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 en dus is 
[image: image105.wmf]12
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. Met andere woorden: Q ligt niet op de hyperbool.
24.
a./b.
Stralen vanuit het ene brandpunt worden teruggekaatst alsof ze uit het andere brandpunt komen.

[image: image165.emf]25.
a.
Teken de lijnen RF1 en RF2. Het voetpunt V van R ligt op F1R zo dat 
[image: image106.wmf]2
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. De richtcirkel heeft middelpunt F1 en straal F1V. De richtcirkel snijdt lijn F1F2 in een punt S.
De top van de hyperbool ligt tussen S en F2.

b.
Construeer het midden M van F1 en F2. Teken vervolgens de cirkel met middelpunt M en straal MF1. Deze cirkel snijdt de richtcirkel in de punten R1 en R2.
c.
-
26.
Spiegel F1 in de raaklijn; dat levert punt V op dat op de richtcirkel ligt.
Verleng RV tot de symmetrieas; het snijpunt is F2. De richtcirkels hebben middelpunt F1 (of F2) en straal F2V.

27.
a.
Het snijpunt van SR met de symmetrieas is F2.

b.
Teken een cirkel met middelpunt R en straal RF2. Deze snijdt F1R in punt V. De richtcirkel is de cirkel met middelpunt F1 en straal  F1V.
c.
De raaklijn is de middelloodlijn van VF2.
[image: image166.emf]
28.
a.
6 seconde later: 
[image: image107.wmf]1
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 km. 
b.
P ligt even ver van B als van C: P ligt op de middelloodlijn van BC.

A ligt 2 km verder van punt P dan B: P ligt op de conflictlijn van de cirkel met middelpunt A en straal 2 en punt B. Dit is een hyperbool.
c.
Punten P op de hyperbooltak liggen op de snijpunten van de cirkels 
[image: image108.wmf]1
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d.
Dan moet ook de hyperbooltak naar het zuiden getekend worden en snijden met de middelloodlijn van BC.
e.
Construeer het midden M van AB. Teken een cirkel met middelpunt M en straal AM. Deze snijdt de richtcirkel in R. De middelloodlijn van RB is de asymptoot van de hyperbool.
29.
a.
Teken een lijn l door C loodrecht op de symmetrieas van de parabool.

De loodlijn door A op l snijdt l in V en de loodlijn door B op l snijdt l in W.
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Daarmee is: 
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b.
De onderste hoek bij F is gelijk aan 
[image: image115.wmf]360
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[image: image167.emf]
30.
a.
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De hoek tussen de raaklijnen is gelijk aan 
[image: image119.wmf]63
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b.

[image: image120.wmf]22
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c.
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[image: image168.emf]
31.
Teken een lijn l door A evenwijdig aan m. Deze lijn maakt dezelfde hoek met de raaklijn als de lijn AF. Spiegel lijn l in r en snijdt deze met de symmetrieas m. Het snijpunt is brandpunt F.
A is een punt van de parabool: 
[image: image122.wmf]AFAV
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. Teken een een cirkel met middelpunt A en straal AF. Deze snijdt lijn l in V. De lijn door V loodrecht op m is de richtlijn.
32.
De raaklijn aan de linker ellips maakt gelijke hoeken met PF1 en PF2. Deze hoek noemen we 
[image: image123.wmf]b

. De raaklijn aan de rechter ellips maakt gelijke hoeken met PF2 en PF3, zeg 
[image: image124.wmf]g

. De overstaande hoek van 
[image: image125.wmf]a

 is 
[image: image126.wmf]bg
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, en die zijn dus even groot.
[image: image169.emf]

[image: image127.wmf]23

()2

FPF

bagabga

Ð=++=++=


33.
De raaklijn e aan de ellips in R maakt gelijke hoeken met RF1 en RF2, zeg 
[image: image128.wmf]a

. De raaklijn h aan de ellips in R maakt gelijke met RF1 en RF2, zeg 
[image: image129.wmf]b

. (ellips en hyperbool zijn confocaal).

De gestrekte hoek bij punt R is gelijk aan 
[image: image130.wmf]22
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De hoek tussen de raaklijnen is recht: ze staan loodrecht op elkaar.

34.
a.
De raaklijn maakt gelijke hoeken met AF1 en AF2. Spiegel punt F1 in de raaklijn m en teken de lijn AF1’. Het snijpunt met de lijn l is brandpunt F2.

b.
De richtcirkel is de cirkel met middelpunt F2 en straal F2F1’.

c.


[image: image170.emf]d.
B is een punt van de cirkel met middellijn F1F2. Dus 
[image: image132.wmf]12
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. De asymptoot van de hyperbool is de middelloodlijn van F1B. De asymptoot maakt dus ook een hoek van 90o met F1B. Dus de asymptoot en de lijn F1B zijn evenwijdig.

Op dezelfde manier kun je bewijzen dat F2C evenwijdig is aan de asymptoot.
e.
De lengte van F2VP is overal even groot.
Verleng dus F2V en construeer punt S op F2V zo dat 
[image: image133.wmf]VPVS
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.

Het golffront is de cirkel met middelpunt F2 en straal F2S. Een straal snijdt de hyperbooltak bijvoorbeeld in punt A. Verleng F1A en teken punt Q van het golffront op F1A zo dat 
[image: image134.wmf]'
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35.
a.
Als C een punt is op golffront c’, dan heeft dat punt de muur geraakt in het verlengde van F2C: V.

[image: image171.emf]
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b.
In de regel hierboven is F2C de straal van golffront c’, r de straal van golffront c en k de lengte van de lange as.
c.
Teken een deel van de cirkel binnen de ellips met middelpunt F1 en straal F1M.
d.
Golffront c is dan helemaal naar rechts verschoven en dus verdwenen.
T_1.
-
T_2.
a.


b.
AC is de middelloodlijn van EF en BC is de middelloodlijn van FG.

c.
M is het midden van AB en S is het midden van EG, dus 
[image: image136.wmf]//
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. Hieruit volgt dat 
[image: image137.wmf]MSEG
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. MS is de middelloodlijn van EG.

C ligt op de middelloodlijn van EF, dus 
[image: image138.wmf]CECF

=

.

(1)

C ligt op de middelloodlijn van FG, dus 
[image: image139.wmf]CECG

=

.

(2)

Uit (1) en (2) volgt dat 
[image: image140.wmf]CECG

=

: C ligt op de middelloodlijn van EG; op MS.
d.
Zowel CM als de as van de parabool staan loodrecht op de richtlijn, ze zijn dus evenwijdig.
T_3.
a.
De raaklijn aan de ellips maakt gelijke hoeken met de lijnen naar de brandpunten.


Teken FP en teken een lijn door P die dezelfde hoek (
[image: image141.wmf](,)
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) maakt met m.
Teken FQ en een lijn door Q die een zelfde hoek (
[image: image142.wmf](,)

FQl

Ð

) maakt met l. Het snijpunt van die twee lijnen is brandpunt M.

b.
De raaklijn l is de middelloodlijn van VF. Dus het spiegelbeeld van F in l is V.
c.
Teken een cirkel met middelpunt M en straal MV.
T_4.
a.
Voor punt P geldt: 
[image: image143.wmf](,)
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P ligt dus op de middelloodlijn van BQ en op het verlengde van AQ.
b.
Construeer het midden M van AB. Teken de cirkel met middelpunt M en straal AM.
De snijpunten van deze cirkel met cirkel c zijn K en L. De boog van c tussen de punten K en L zijn alle voetpunten.

c.
De middelloodlijnen van BK en BL zijn de asymptoten van de hyperbool.
[image: image172.emf]
T_5.
a.
Kies een punt V op cirkel c1.

Het middelpunt M ligt op de lijn AV en de middelloodlijn van BV.
b.
De middelpunten liggen allemaal op een ellips met brandpunten A en B.
Cirkel c2 moet door B gaan en cirkel c1 raken. Dat wil zeggen dat de afstand van het middelpunt tot B gelijk moet zijn aan de afstand van het middelpunt tot cirkel c1: 
[image: image144.wmf]MBMV
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 (en dat is precies de eigenschap van een ellips).

T_6.
a.

[image: image145.wmf]B
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 (B ligt op de parabool)
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 (raaklijneigenschap parabool)


BP is een gemeenschappelijke zijde, dus 
[image: image147.wmf]B
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En hieruit volgt dat 
[image: image148.wmf]90
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b.
Op analoge wijze kun je aantonen dat 
[image: image149.wmf]90
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c.
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  en 
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Bij punt P is er een gestrekte hoek: 
[image: image153.wmf]180(90)(90)
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In driehoek APB geldt 
[image: image154.wmf]22180
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 (hoekensom driehoek) en dus 
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T_7.
a.
Teken lichtstraal LA.

De raaklijn in A maakt gelijke hoeken met AF en AV (V is het voetpunt van A)
Teken een halve lijn door A evenwijdig aan de as en lijn AF. Construeer de bissectrice van deze hoek (de raaklijn in A aan de parabool).

Teken een loodlijn l door A op de raaklijn en spiegel L in de loodlijn. De straal wordt teruggekaatst vanuit A in de richting van L’.

b.
Alleen lichtstralen evenwijdig aan de as van de parabool worden teruggekaatst in het brandpunt. 
T_8.
Bal en teruggekaatste bal moeten dan een hoek van 90o maken met de raaklijn. En dat houdt in dat de raaklijn een hoek van 45o met de lange as moet maken. Vanwege de symmetrie gebeurt dat aan de andere kant van het biljart dan ook.

Het is dus mogelijk.
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