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wiskunde A



	FORMULEBLAD

	
	

	
	Vuistregels voor de grootte van het verschil van twee groepen

	
	

2x2 kruistabel , met 

· 

als  of , dan zeggen we “het verschil is groot”,
· 

als  of , dan zeggen we “het verschil is middelmatig”,
· 
als , dan zeggen we “het verschil is gering”.

	
	

	
	
Maximaal verschil in cumulatief percentage (max Vcp) (met steekproefomvang )

· 
als max , dan zeggen we “het verschil is groot”,
· 

als max , dan zeggen we “het verschil is middelmatig”,
· 
als max , dan zeggen we “het verschil is gering”.

	
	

	
	



Effectgrootte , met  en  de steekproefgemiddelden (),
S1 en S2 de steekproefstandaardafwijkingen

· 
als , dan zeggen we “het verschil is groot”,
· 
als , dan zeggen we “het verschil is middelmatig”,
· 
als , dan zeggen we “het verschil is gering”.

	
	

	
	Twee boxplots vergelijken

· als de boxen1) elkaar niet overlappen, dan zeggen we “het verschil is groot”,
· als de boxen elkaar wel overlappen en een mediaan van een boxplot en een mediaan van een boxplot buiten de box van de andere boxplot ligt, dan zeggen we “het verschil is middelmatig”,
· in alle andere gevallen zeggen we “het verschil is gering”.

	
	

	
	Betrouwbaarheidsintervallen

	
	
Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie is , met p de steekproefproportie en n de steekproefomvang. 

	
	

	
	
Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het populatiegemiddelde is ,

met  het steekproefgemiddelde, n de steekproefomvang en S de steekproefstandaardafwijking





	
	
	Lichaamslengte

	
	
	We bekijken een wiskundig model dat het verband geeft tussen de leeftijd van Nederlandse jongens en hun (gemiddelde) lengte op die leeftijd. Dit model gaat uit van drie fases: de kleutertijd (0-3 jaar), de kindertijd (3-10 jaar) en de puberteit (vanaf 10 jaar). Zie de figuur.

[image: ]figuur     lengte jongens
Tijdens de kindertijd neemt de lengte nagenoeg lineair toe. Je kunt dus voor de kindertijd een formule geven waarbij je de lengte L (in centimeter) uitdrukt in de leeftijd t (in jaren).

	4p
	1
	Stel deze formule op. Geef de getallen in je formule in één decimaal.

	
	
	

	
	
	In de puberteit verloopt de groei niet meer lineair. De lengte van Nederlandse jongens in de puberteit kan worden beschreven met de formule:


Hierin is t de leeftijd in jaren en Lj de lengte in centimeters.
Rond het negentiende levensjaar, aan het eind van de puberteit, is een jongen bijna uitgegroeid. De formule is echter ook te gebruiken voor de jaren na de puberteit.

	3p
	2
	Bereken hoeveel centimeter jongens volgens de formule nog groeien vanaf de dag dat ze 19 jaar worden. Geef je antwoord in één decimaal.

	
	
	

	
	
	Er is ook een wiskundig model voor de lengte van Nederlandse meisjes in de puberteit:


Hierin is t de leeftijd in jaren en Lm de lengte in centimeters.

Het is bekend dat meisjes in de eerste jaren van de puberteit gemiddeld genomen langer zijn dan jongens. Ergens tussen de tiende en dertiende verjaardag is het verschil in lengte tussen jongens en meisjes maximaal.

	3p
	3
	Bereken dit maximale lengteverschil in centimeters. Geef je antwoord in één decimaal



	
	
	Veiligheidsmonitor

	
	
	Hoe ervaren Nederlanders de leefbaarheid van hun woonomgeving? Voelen zij zich veilig? Hoe vaak zijn ze slachtoffer van criminaliteit en wat vinden ze van het functioneren van de politie? Op dit soort vragen geeft de Veiligheidsmonitor antwoord. De Veiligheidsmonitor is een enquête onder de Nederlandse bevolking, die jaarlijks wordt afgenomen door middel van een representatieve steekproef. In 2015 waren er 111 000 respondenten.

In tabel 1 staat welk percentage in de steekproef het (helemaal) eens was met bepaalde stellingen.

tabel 1
(helemaal) eens
In de buurt is het buiten goed verlicht.
76%
In de buurt zijn wegen, paden en pleintjes goed onderhouden.
69%
In de buurt zijn perken, plantsoenen en parken goed onderhouden.
67%
In de buurt zijn goede speelplekken voor kinderen.
62%
In de buurt zijn goede voorzieningen voor jongeren.
26%



Met bovenstaande gegevens kun je het 95%-betrouwbaarheidsinterval berekenen voor de proportie van de populatie die het (helemaal) eens is met de stelling dat er in de buurt goede voorzieningenzijn voor jongeren.

	3p
	4
	Bereken dit 95%-betrouwbaarheidsinterval. Geef je antwoord in drie decimalen.

	
	
	

	
	
	De respondenten hebben een       tabel 2
rapportcijfer gegeven voor de leefbaarheid van hun woonomgeving. De resultaten staan in tabel 2, uitgesplitst
gemiddelde rapportcijfer
marge
(afgerond)
geslacht


man
7,4
0,0
vrouw
7,4
0,0



herkomst


autochtoon
7,5
0,0
westers allochtoon
7,4
0,0
niet-westers allochtoon
7,0
0,0



gehele steekproef
7,4
0,0


naar geslacht en naar
herkomst. Hierin staat het gemiddelde rapportcijfer dat
elke groep heeft gegeven en

de bijbehorende marge. Deze marge is gelijk aan , waarin S de standaardafwijking van de gegeven rapportcijfers binnen de betreffende groep
is en n de omvang van die
groep in de steekproef.





	
	
	Doordat alle groepen behoorlijk groot zijn, is de bijbehorende marge telkens heel klein. In tabel 2 zie je voor elke groep de marge, afgerond op één decimaal, gelijk is aan 0,0.

Neem aan dat de helft van de respondenten man was.

	5p
	5
	Bereken hoe groot de standaardafwijking van de gegeven rapportcijfers van de groep mannen maximaal was. Geef je antwoord in één decimaal.

	
	
	

	
	
	Als je kijkt naar de uitsplitsing naar herkomst en je berekent het gemiddelde van de cijfers 7,5 en 7,4 en 7,0 dan kom je uit op 7,3. Dit komt niet overeen met het gemiddelde rapportcijfer van 7,4 van de gehele steekproef.

	2p
	6
	Geef hiervan de oorzaak.

	
	
	

	
	
	De respondenten gaven ook aan of zij wel of geen sociale overlast ervaren. Denk hierbij bijvoorbeeld aan overlast door dronken mensen op straat, drugsgebruik of rondhangende jongeren. De resultaten zijn in tabel 3 in vijf groepen uitgesplitst naar de mate van stedelijkheid van de woonplaats van de respondenten.

tabel 3

We bekijken nu de groep respondenten van wie de woonplaats zeer sterk stedelijk is en de groep respondenten van wie de woonplaats niet stedelijk is.
Tussen deze twee groepen is er een verschil in het wel of niet ervaren van sociale overlast.

	3p
	7
	Bereken met behulp van het formuleblad of dit verschil groot, middelmatig of gering is.








	
	
	De voorsteekpas1)

	
	
	[image: ]In de zomermaanden worden pretparken druk bezocht.
De wachttijden voor de attracties kunnen dan sterk
oplopen. De wachttijd voor een attractie kan berekend
worden met de formule:


Hierin is W de gemiddelde wachttijd van een
willekeurige bezoeker in minuten en r de

bezettingsgraad van de attractie ().
Als voor de bezettingsgraad bijvoorbeeld geldt

, betekent dit dat gemiddeld 85% van de
plaatsen in de attractie bezet is.
S is de bedieningstijd per bezoeker in seconden. Als
bijvoorbeeld een attractie elke 10 minuten
100 bezoekers kan bedienen, geldt:

.

In Walibi Belgium is de achtbaan Vampire een populaire attractie, die in de zomermaanden een bezettingsgraad van 98% heeft. De Vampire kan iedere vier minuten 80 bezoekers bedienen.

	3p
	10
	Bereken hoeveel minuten de gemiddelde wachttijd van een bezoeker voor de Vampire in de zomermaanden is.

	
	
	

	
	
	In de zomer van 2013 introduceerde Walibi Belgium een zogenoemde voorsteekpas. Met deze pas kan een bezoeker voorrang krijgen bij de attracties. Daardoor zal de wachttijd voor een bezoeker zonder deze pas langer worden.

Er zijn nu twee formules voor de wachttijd voor een attractie, namelijk een formule voor de gemiddelde wachttijd Wp in minuten van een bezoeker met de voorsteekpas en een formule voor de gemiddelde wachttijd Wz in minuten van een bezoeker zonder voorsteekpas:


 en 

Hierin is a het gedeelte van de bezoekers met een voorsteekpas .



Een andere bekende attractie van Walibi Belgium is de Cobra. Deze attractie heeft een bezettingsgraad van 95% (dus ) en een bedieningstijd van 6 seconden per bezoeker (dus ).


Op 6 juli 2013 kocht 10% van de bezoekers een voorsteekpas, dus .

	4p
	11
	Bereken voor deze dag het verschil in wachttijd bij de Cobra tussen bezoekers zonder voorsteekpas en bezoekers met voorsteekpas. Geef je antwoord in gehele minuten.





	noot 1   ‘Voorsteken’ is een Vlaams woord voor ‘inhalen, voordringen’.




	
	
	De wachttijd van de bezoekers zonder voorsteekpas wordt groter als meer bezoekers een voorsteekpas kopen.
De directie van Walibi Belgium wil dat de wachttijd van bezoekers zonder voorsteekpas bij de Cobra maximaal 80 minuten is.

	4p
	12
	Bereken hoeveel procent van de bezoekers dan maximaal een voorsteekpas mag hebben. Geef je antwoord in één decimaal.

	
	
	

	
	
	Voor de Cobra kan de formule van de wachttijd voor bezoekers zonder voorsteekpas worden herleid tot:



	3p
	13
	Geef deze herleiding. Rond het getal dat op de puntjes moet staan niet af.







	
	
	Nibud Scholierenonderzoek

	
	
	Het Nibud Scholierenonderzoek brengt het financiële gedrag van scholieren in het voortgezet onderwijs in kaart.
De populatie van dit onderzoek bestaat uit alle vmbo-, havo- en vwo-scholieren in de leeftijd van 12 tot en met 18 jaar. Van een aselecte steekproef van 3260 scholieren uit de populatie zijn gegevens beschikbaar gekomen via online vragenlijsten. We gaan ervan uit dat deze steekproef representatief is.

1530 scholieren in de steekproef hebben een bijbaantje.

	3p
	14
	Bereken het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie scholieren met een bijbaantje. Geef de getallen in je antwoord in twee decimalen.

	
	
	

	
	
	In het rapport staat een tabel met informatie over het gemiddeld aantal uren per week dat een scholier met een bijbaantje werkt (zie tabel 1).

tabel 1   Bijbaan: gemiddeld aantal uren per weekonderwijsniveau en klas
bijbaan (uren per week)
vmbo bovenbouw (klas 3 en 4)
9
havo / vwo (klas 3)
6
havo bovenbouw (klas 4 en 5)
8
vwo bovenbouw (klas 4, 5 en 6)
6



Als je met behulp van het formuleblad een uitspraak wilt doen over het verschil tussen havo bovenbouwscholieren met een bijbaantje en vwo bovenbouwscholieren met een bijbaantje in het aantal uren dat zij werken, dan heb je meer informatie of misschien wel heel andere informatie nodig dan die in tabel 1 staat.

	4p
	15
	Beschrijf twee manieren om met behulp van het formuleblad een uitspraak te doen over dit verschil tussen deze twee groepen, en geef voor beide manieren aan welke informatie je dan (extra) nodig hebt.





	
	
	In de steekproef bedroeg het gemiddelde inkomen van een scholier met een bijbaantje 112 euro per maand. De mediaan was 65 euro. In de figuur zie je drie frequentieverdelingen afgebeeld waarvan er één de frequentieverdeling van het inkomen per maand van een scholier met een bijbaantje in de steekproef weergeeft.

figuur

	2p
	16
	Welk van de drie frequentieverdeling is dat? Licht je antwoord toe.

	
	
	

	
	
	Het Nibud wil het inkomen van scholieren met een bijbaantje ook per onderwijsniveau in kaart brengen. Dat hebben ze gedaan door tabel 2 in hun onderzoeksrapport te zetten.

tabel 2   Bijbaan: inkomen (in euro) per maand van 15- en 16-jarigenonderwijsniveau en klas
gemiddelde
mediaan
vmbo bovenbouw (klas 3 en 4)
9
107
havo / vwo (klas 3)
6
65
havo bovenbouw (klas 4 en 5)
8
142
vwo bovenbouw (klas 4, 5 en 6)
6
101



Deze tabel is gebaseerd op scholieren in de steekproef die 15 of 16 jaar zijn.

	2p
	17
	Leg uit waarom men niet heeft gekozen voor scholieren in de steekproef die 17 of 18 jaar zijn.

	
	
	

	
	
	Voor het laatste onderdeel van deze opgave kijken we niet naar het inkomen van scholieren, maar naar een aspect van de uitgaven van scholieren. Dit aspect betreft de vraag hoe vaak scholieren spijt hebben na het doen van een aankoop. Van 1200 aselect gekozen respondenten (600 jongens en 600 meisjes) is bekend hoe vaak zij spijt hebben na het doen van een aankoop. De resultaten zijn weergegeven in een relatieve frequentietabel, zie tabel 3.

tabel 3   Spijt na het doen van een aankoop
jongens
meisjes
totaal
nooit / zelden
16%
8%
12%
meestal niet
65%
61%
63%
meestal wel
19%
29%
24%
vaak / altijd
0%
2%
1%




	5p
	18
	Onderzoek met behulp van het formuleblad of het verschil tussen jongens en meisjes in hoe vaak zij spijt hebben na het doen van een aankoop gering, middelmatig of groot is.







	
	
	Postzegels

	
	
	Mensen sturen steeds minder brieven en kaarten. Postzegels zijn in Nederland de afgelopen jaren flink duurder geworden. Elk jaar op 1 januari wordt de prijs zo nodig aangepast.
In de figuur zie je de postzegelprijs (in centen) en het aantal brieven/kaarten (in miljarden) dat bezorgd werd in de jaren 2005-2016.

[image: ]figuur

Je kunt in de figuur bijvoorbeeld aflezen dat op 1 januari 2007 de postzegelprijs 44 cent was en dat er in het jaar 2007 4,8 miljard brieven/kaarten werden bezorgd.

Op 1 januari 2010 kostte een postzegel 44 cent. Op 1 januari 2014 was de prijs gestegen tot 64 cent. Veronderstel dat in de periode 2010-2014 de postzegelprijs exponentieel groeide.

	4p
	19
	Bereken met de bovengenoemde gegevens uit 2010 en 2014 het jaarlijkse groeipercentage van de postzegelprijs. Geef je antwoord in één decimaal.

	
	
	

	
	
	In de periode 2010-2016 nam het aantal brieven/kaarten dat jaarlijks werd bezorgd bij benadering lineair af. Er werd in 2016 voorspeld dat deze afname zich nog een aantal jaren op deze manier zou voortzetten.

	4p
	20
	Bereken met de aantallen uit 2010 en 2016 hoeveel miljard brieven/kaarten er in 2020 volgens deze voorspelling bezorgd zouden worden. Geef je antwoord in één decimaal.





	
	
	In de tabel zie je voor 2015 en 2016 onder andere het aantal bezorgde brieven/kaarten en de bijbehorende opbrengst. Dit is het totale bedrag dat aan postzegels is verkocht dat op al die brieven/kaarten is geplakt. De opbrengst in 2016 was lager dan die in 2015, ondanks de verhoging van de postzegelprijs van € 0,69 naar € 0,73.

tabelbrieven/kaarten
jaar
aantal stuks
(in miljoenen)
opbrengst
(in miljoenen euro’s)
postzegelprijs
(cent)
2015
2401
1961
69
2016
2213
1877
73



Voor het versturen van brieven/kaarten tot 20 gram heb je 1 postzegel nodig. Voor het versturen van brieven/kaarten vanaf 20 gram tot 50 gram moet je 2 postzegels plakken, en vanaf 50 tot 100 gram 3 postzegels.
Neem aan dat op alle brieven/kaarten maximaal 3 postzegels zijn geplakt.

	2p
	21
	Leg met behulp van de tabel uit dat op een deel van de brieven/kaarten in 2015 meer dan 1 postzegel moet zijn geplakt.

	
	
	

	
	
	Neem aan dat in 2016 op 88% van de brieven/kaarten 1 postzegel werd geplakt en op de overige brieven/kaarten 2 of 3 postzegels.
Je kunt dan met behulp van de tabel de volgende vergelijking opstellen om het aantal brieven/kaarten met 2 postzegels te berekenen:


Hierin is x het aantal brieven/kaarten met 2 postzegels in miljoenen.

	4p
	22
	Leg met berekeningen uit hoe je aan de getallen 1947,44 en 1,46 en 2,19 en 265,56 in deze vergelijking kunt komen.

	
	
	

	3p
	23
	Bereken het percentage brieven/kaarten met 2 postzegels in 2016. Geef je antwoord in hele procenten.







	
	
	Fijnstofemissie

	
	
	[image: ]In het rapport Transport en Mobiliteit 2016 
van het Centraal Bureau voor de Statistiek
staat informatie over de fijnstofemissie (dit is
de hoeveelheid fijnstof die vrijkomt) door het
vervoer over de weg, uitgesplitst naar
personenvervoer en goederenvervoer. Deze
hoeveelheid wordt bepaald door het aantal
gereden kilometers te vermenigvuldigen met
de fijnstofemissie per gereden kilometer.



	

	1		lees verder ►►►


	
	
	In 1990 was het aantal gereden kilometers door het personenvervoer 103 200 miljoen en door het goederenvervoer 16 800 miljoen. In 2014 is het aantal gereden kilometers voor het personenvervoer twee keer zo groot geworden als in 1990 en het aantal gereden kilometers voor het goederenvervoer drie keer zo groot. Ondanks de toename van het aantal gereden kilometers is de totale fijnstofemissie door het wegvervoer in 2014 aanzienlijk minder dan in 1990. Dit komt vooral door het gebruik van betere motoren.

Er moet worden onderzocht met hoeveel procent de totale emissie van fijnstof door het wegvervoer in de periode 1990 tot en met 2014 is gedaald. Daarvoor moeten bovenstaande gegevens over het aantal gereden kilometers en onderstaande aannames over de fijnstofemissie per gereden kilometer worden gebruikt.

In 1990 kwam er gemiddeld genomen bij het personenvervoer per gereden kilometer 0,08 gram fijnstof vrij. Voor het goederenvervoer was dit toen 0,58 gram. In de periode 1990 tot en met 2014 daalde de fijnstofemissie bij het personenvervoer elk jaar met 0,003 gram per gereden kilometer. In dezelfde periode daalde de fijnstofemissie per gereden kilometer bij het goederenvervoer met 9% per jaar.

	6p
	24
	Onderzoek met behulp van bovenstaande gegevens en aannames met welk percentage de totale emissie van fijnstof door het wegvervoer in 2014 is gedaald ten opzicht van 1990. Geef je antwoord in hele procenten.









	9		einde  ■


Wiskunde A								           2021-II
Uitwerkingen. (N=1,3)

	
	Lichaamslengte
	

	1
	maximumscore 4
	

	
	· door de punten (4,105) en (6, 120)  (hoogstens 2 cm afwijken)
	1

	
	· 
   (rico ligt tussen 5,1 en 7,7)
	1

	
	· 

	1

	
	· 

	1

	2
	maximumscore 3
	

	
	· 

 geeft  cm
	1

	
	· 
Voor grote waarden van t nadert 0,57t naar 0. De noemer nadert naar 1 en 
	1

	
	· 
	

	3
	maximumscore 3
	

	
	· 

	2

	
	· Deze is groter dan 0,5 dus Janne wordt goedgekeurd.
	1

	4
	maximumscore 3
	

	
	· Als M groter wordt, wordt S kleiner
	1

	
	· 
Als S kleiner wordt, moet  kleiner worden.
	1

	
	· 
Dan moet  en daarmee ook E kleiner worden.
	1

	5
	maximumscore 3
	

	
	· 

	2

	
	· 

	1



	
	Klarinet
	

	6
	maximumscore 4
	

	
	· 

	1

	
	· 

	1

	
	· 

	2

	7
	maximumscore 3
	

	
	· Laagste toon (tussen 100 Hz en 200 Hz) is een D: 587 Hz of 294 Hz, of 147 Hz
	2

	
	· Hoogste toon is een A: 880 Hz of 1760 Hz
	1

	8
	maximumscore 4
	

	
	· 

 en 
	1

	
	· Beschrijven hoe deze vergelijkingen met de GR opgelost kan worden
	1

	
	· 

 en 
	1

	
	· De temperatuur moet dan ongeveer 17 graden toenemen
	1

	9
	maximumscore 3
	

	
	· 

 geeft  m
	2

	
	· 
 Hz
	1





	
	De voorsteekpas
	

	10
	maximumscore 3
	

	
	· 

 en 
	1

	
	· 
 minuten
	2

	11
	maximumscore 4
	

	
	· 

 minuten  minuten
	3

	
	· Het verschil is ongeveer 60 minuten
	1

	12
	maximumscore 4
	

	
	· 

	1

	
	· beschrijven hoe deze vergelijking met de GR opgelost kan worden
	1

	
	· 
dit geeft 
	1

	
	· maximaal 30,2% van de bezoekers mag een voorsteekpas hebben
	1

	13
	maximumscore 3
	

	
	· 

	3



	
	Nibud Scholierenonderzoek
	

	14
	maximumscore 3
	

	
	· 

 en 
	1

	
	· 
 geeft interval: [0,45 ; 0,49]
	2

	15
	maximumscore 4
	

	
	· met de effectgrootte: je hebt dan voor beide groepen de standaardafwijking nodig
	2

	
	· met de boxplots: je hebt voor beide groepen de mediaan en de kwartielen nodig
	2

	16
	maximumscore 2
	

	
	· B: door de staart naar rechts (hoge uitschieters) wordt het gemiddelde groter dan de mediaan. A en C zijn symmetrisch waardoor het gemiddelde en mediaan ongeveer even groot zijn.
	2

	17
	maximumscore 2
	

	
	· leerlingen van klas 3 en 4 zijn (bijna allen) nog geen 17 jaar
	2

	18
	maximumscore 5
	

	
	· de cumulatieve frequenties voor jongens zijn: 16  81  100 en 100
	1

	
	· en die voor de meisjes: 8  69  98 en 100
	1

	
	· de verschillen zijn: 8  12  2 en 0
	1

	
	· 
 dus het verschil is middelmatig
	2



	
	Postzegels
	

	19
	maximumscore 4
	

	
	· 

	1

	
	· 

	2

	
	· dat is een groeipercentage van 9,8% per jaar
	1



	2		lees verder ►►►

	20
	maximumscore 4
	

	
	· 
In 6 jaar was de afname  miljard
	1

	
	· dat is een afname van 0,317 miljard per jaar
	1

	
	· 
in 2020:  miljard
	2

	21
	maximumscore 2
	

	
	· 
met 1 postzegel op alle brieven/kaarten zou de opbrengst  miljoen euro zijn geweest
	1

	
	· de opbrengst is echter groter, dus moet er meer geplakt zijn
	1

	22
	maximumscore 3
	

	
	· 88% van 2213 is 1947,44 miljoen brieven/kaarten met 1 postzegel
	1

	
	· 
op  miljoen zitten 2 of 3 postzegels
	1

	
	· 
de prijs van 2 postzegels is  en die van 3 postzegels 2,19
	1

	23
	maximumscore 3
	

	
	· 

	1

	
	· 

 geeft 
	1

	
	· 
Dat is 
	1



	
	Fijnstofemissie
	

	24
	maximumscore 6
	

	
	· 
1990:  gram
	1

	
	· 
personenvervoer: 206400 miljoen gereden km en  gram fijnstof per gereden km. 
	2

	
	· 
goederenvervoer: 50400 miljoen gereden km en  gram fijnstof per gereden km.
	1

	
	· 
2014: 
	1

	
	· 
Dat is met  afgenomen
	1











	3		einde ■
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