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Hoofdstuk 7: Examenvoorbereiding
Functies en grafieken, vergelijkingen en algebraïsche technieken
Domein en Bereik
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b.
De grafiek van g is een dalparabool met top (3, -8)
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2.
a.
De grafiek van f is een dalparabool en heeft dus geen asymptoten.
b.
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Voor deze waarden van x is de teller niet nul, dus verticale asymptoten: 
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. De grafiek van g heeft een horizontale asymptoot: 
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Voor grote positieve waarden van x wordt 
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De grafiek van k heeft een horizontale asymptoot: 
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Transformaties van grafieken

3.
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Symmetrie van grafieken
4.
a.
De grafiek van f is symmetrisch in de lijn 
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Te bewijzen: 
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Soorten functies
5.
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6.
a.
Bereik: 
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Vergelijkingen oplossen
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Ongelijkheden
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De oplossing: 
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De oplossing: 
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Wortelvergelijkingen oplossen
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Uitdrukken in, schrijven als functie van
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Substitutie
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Inverse functies en inverse bewerkingen
12.
a.

[image: image89.wmf]24

xy

=-+



b.

[image: image90.wmf]12

32

x

y

=

-



c.

[image: image91.wmf]3

24

xy

=+-



[image: image92.wmf]11

42

42

yx

yx

=+

=+





[image: image93.wmf]12

32

y

x

-=





[image: image94.wmf]3

3

42

4(2)

yx

yx

-=-

-=-







[image: image95.wmf]2

3

4

y

x

=+





[image: image96.wmf]3

4(2)

yx

=--


Rekenregels gebruiken
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Stelsels vergelijkingen
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Examenopdrachten
17. Verticale verbindingslijnstukken
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18. Vierkant bij een derdegraadskromme
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OABC is een vierkant wanneer 
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19. Een rechthoek in stukken
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20. Dozen met een vaste inhoud
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Voer in: 
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Differentiëren
Differentiequotiënt en afgeleide functie
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Stijgen en dalen, maximum en minimum, buigpunten
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Voor 
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27. Tussen twee grafieken
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28. Een vuurpijl met tegenwind
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De maximale hoogte is 45.

23. Gebroken functie
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30. Horizontale verbindingslijnstukken
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De maximale lengte van het verbindingslijnstuk is 
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Integreren
Integraal en de hoofdstelling van de integraalrekening
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Berekenen van een oppervlakte
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De coördinaten van de snijpunten zijn: (0, 0) en 
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Inhoudsberekeningen
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37.
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Lichaam G zal de grootste inhoud hebben.
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Het verschil in inhoud tussen A en B is 
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De lengte van een grafiek of een kromme
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Examenopdrachten
40. Gelijke oppervlakten
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41. Tussen twee grafieken
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42. Een familie van functies
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43. Wortelfuncties
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Exponentiële functies en logaritmische functies
Logaritmen
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Exponentiële en logaritmische vergelijkingen oplossen
47.
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Machten van e en natuurlijke logaritmen

48.
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Afgeleiden en primitieven van exponentiële en logaritmische functies
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Voor grote negatieve waarden van x wordt 
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Examenopdrachten
54. Logaritmen en vierde macht
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De maximale lengte is 
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55. Een symmetrische gebroken functie
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56. Een exponentiële functie
a.
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57. Vier vragen over f(x) = ln(x)
a.
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De raaklijn gaat door de oorsprong.
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De maximale oppervlakte is 
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Goniometrie
Goniometrische functies
58.
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59.
a.

[image: image362.wmf]2sin()3

x

=-



b.

[image: image363.wmf]sin()cos()0

xx

+=




[image: image364.wmf]1

2

12

33

sin()3

11

x

xx

pp

=-

=Ú=





[image: image365.wmf]11

22

11

22

sin()cos()sin()sin()

xx()2

xxxx

xxk

pp

pppp

=-=--=-

=-Ú=--+×








    
[image: image366.wmf]Æ




[image: image367.wmf]1

2

3

4

212

xk

xk

pp

pp

=+×

=+×


c.

[image: image368.wmf]12sin()0

x

+=



d.

[image: image369.wmf]2

3

4

cos()

x

=




[image: image370.wmf]1

2

5

1

66

sin()

11

x

xx

pp

=-

=Ú=





[image: image371.wmf]11

22

5

211

3366

cos()3cos()3

11

xx

xxxx

pppp

=-Ú=

=Ú=Ú=Ú=


Functievoorschrift bij een sinusoïde
60.
a.
minimum is 8 en maximum 16: 
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De periode is 
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Het ‘startpunt’ ligt precies tussen A en B: 
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b.
Het ‘startpunt’ van de cosinus ligt in de top: 
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Vergelijkingen met sinus en cosinus
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Deze vergelijking heeft dezelfde oplossingen als e.

Afgeleiden en primitieven

62.
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Som en verschilformules, formules van Simpson
64.
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Verdubbelingsformules
65.
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Parametervoorstellingen, figuren van Lissajous
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67.
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Keerpunten: 
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68.
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b.
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69.
a.
De periode van x is 
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Examenopdrachten

71. Goniometrische functies
a.
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72. Rechthoeken bij een kwart cirkel
a.
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En dat is waar voor iedere waarde van t.

c.

[image: image476.wmf]1

2
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tt
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[image: image477.wmf]1
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De zijden van vierkant ONPQ is 
[image: image478.wmf]3

14

255

(1)

+=

 en die van ARST is 
[image: image479.wmf]3

2

55

1

-=

.

73. Een buiteling
a.

[image: image480.wmf]'90

ORRt

Ð=-

o




[image: image481.wmf]90

ORP

Ð=

o

, dus 
[image: image482.wmf]'

PRRt

Ð=



[image: image483.wmf]''

sin'sin()

PPPP

PRRt

PRt

Ð===

, dus 
[image: image484.wmf]'sin()

PPtt

=



[image: image485.wmf]''

cos'cos()

RPRP

PRRt

RPt

Ð===

, dus 
[image: image486.wmf]'cos()

RPtt

=



[image: image487.wmf]''cos()sin()

P

xORPPttt

=+=+

 en 
[image: image488.wmf]''sin()cos()

P

yRRRPttt

=-=-


b.

[image: image489.wmf]'()sin()cos()sin()cos()

xttttttt

=-++=

 en 
[image: image490.wmf]'()cos()sin()cos()tsin(t)

yttttt

=+-=



[image: image491.wmf]222222

2222
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ttttt
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=+==


c.

[image: image492.wmf]22
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74. Een achtkromme
a.

[image: image493.wmf]2cos(2)0
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[image: image494.wmf]1
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[image: image495.wmf]1313

44

44

1

1

(2,1),(2,1),(2,1)en(2,1)

PPPP

pp

pp

----




[image: image496.wmf]222425,7
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b.

[image: image497.wmf]222
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Meetkunde
Bewijzen

75.
a.
De hoogtelijn uit B is BF, de hoogtelijn uit C is CE en die uit H is DH.


De lijnen BF, CE en DH snijden elkaar in A.

b.
van driehoek ACH.

76.
a.
1. 
[image: image499.wmf]ADEC

=

 (AECD is een parallellogram)


2. 
[image: image500.wmf]ADBC

=

 (ABCD is een gelijkbenig trapezium)


3. 
[image: image501.wmf]BCEC

=

 (volgt uit 1 en 2)
b.
1. 
[image: image502.wmf]DABCEB

Ð=Ð

 (F-hoeken)


2. 
[image: image503.wmf](ABC)

CEBCBE

Ð=Ð=Ð

 (
[image: image504.wmf]BCE

V

 is gelijkbenig)


3. 
[image: image505.wmf]DABABC

Ð=Ð

 (volgt uit 1 en 2)
c.
1. AB is gemeenschappelijk


2. 
[image: image506.wmf]BADABC

Ð=Ð

 (volgt uit b)


3. 
[image: image507.wmf]ADBC

=



4. 
[image: image508.wmf]BADABC

@

VV

 (ZHZ, volgt uit 1, 2 en 3)


5. 
[image: image509.wmf]BDAC

=

 (volgt uit 4)


6. 
[image: image510.wmf]ADCBCD

@

VV

 (ZZZ, gegeven en uit 5)


7. 
[image: image511.wmf]ADCBCD

Ð=Ð

 (volgt uit 6)

d.
1. 
[image: image512.wmf]ADNBCN

@

VV

 (ZHZ)


2. 
[image: image513.wmf]ANBN

=

 (volgt uit 1)


3. 
[image: image514.wmf]ABN

V

 is een gelijkbenige driehoek (volgt uit 2)


4. De zwaartelijn uit de top valt samen met de hoogtelijn uit de top; 
[image: image515.wmf]NMAB

^


e.
1. 
[image: image516.wmf]360180

MADADNAMNMND

Ð+Ð=-Ð-Ð=

oo

 (hoekensom v. e. vierhoek)


2. 
[image: image517.wmf]MADBADABC

Ð=Ð=Ð

 (volgt uit b)


3. 
[image: image518.wmf]180

ABCADNABCADC

Ð+Ð=Ð+Ð=

o

 (volgt uit 1 en 2)


4. ABCD is een koordenvierhoek (koordenvierhoekstelling)

77.
a.


b.
1. A ligt op een cirkel met middellijn BC (Thales)


2. F is het midden van BC (AF is zwaartelijn)

3. 
[image: image519.wmf]AFFBFC

==

 (volgt uit 1 en 2)


4. 
[image: image520.wmf]2

BCAF

=×


c.
1. 
[image: image521.wmf]180

DCFDEF

Ð+Ð=

o

 (DEFC koordenvierhoek)


2. 
[image: image522.wmf]DEFAEB

Ð=Ð

 (overstaande hoeken)


3. 
[image: image523.wmf]BAFABF

Ð=Ð

 (
[image: image524.wmf]ABF

V

is gelijkbenig, volgt uit a)


4. 
[image: image525.wmf]90

DCFABF

Ð=-Ð

o

 (hoekensom v. e. driehoek)


5. 
[image: image526.wmf]1

2

90(180)180

ABFBAFABF

-Ð+-Ð-Ð=

ooo

 (volgt uit 1, 2,3 en 4)


6. 
[image: image527.wmf]1

2

90

ABFABFABF

Ð+Ð+Ð=

o



7. 
[image: image528.wmf]36

ABF

Ð=

o


78.
1. 
[image: image529.wmf]ATB

Ð

 is constant (omtrekshoek)


2. 
[image: image530.wmf]AQB

Ð

 is constant (omtrekshoek)


3. 
[image: image531.wmf]180

QATAQTATQ

Ð=-Ð-Ð

o

 is constant (hoekensom v. e. driehoek)


4. 
[image: image532.wmf]180

QAPQAT

Ð=-Ð

o

 is constant (gestrekte hoek)


5. De lengte van PQ is constant (boog en koorde)
79.
a.
1. 
[image: image533.wmf]DMEBMD

Ð=Ð

 (
[image: image534.wmf]()()

bgDEbgBD

=

)


2. 
[image: image535.wmf]DMEBMD

@

VV

 (ZHZ, de zijden zijn gelijk aan de straal)


3. 
[image: image536.wmf]DEMBDMDBM

Ð=Ð=Ð

 (gelijkbenige driehoek)


4. 
[image: image537.wmf]CDBD

=

 (gegeven)


5. 
[image: image538.wmf]DBMDCB

Ð=Ð

 (gelijkbenige driehoek, volgt uit 4)
b.
1. 
[image: image539.wmf]MCDMED

Ð=Ð

 (volgt uit a)


2. M, C, E en D liggen op een cirkel (constante hoek, volgt uit 1)

3. DECM is een koordenvierhoek.

80.
a.
1. 
[image: image540.wmf]90

MPS

Ð=

o

 (PS // AB en 
[image: image541.wmf]ABMP

^

)


2. P ligt op een cirkel met middellijn MS (volgt uit 1, Thales)


3. 
[image: image542.wmf]90

MQS

Ð=

o

 (raaklijn)


4. Q ligt op een cirkel met middellijn MS (volgt uit 3, Thales)


5. P, Q, M en S liggen op een cirkel (volgt uit 2 en 4)

    dus MSQP is een koordenvierhoek.
b.
1. 
[image: image543.wmf]QAMAQM

Ð=Ð

 (gelijkbenige driehoek, 
[image: image544.wmf]MAMQstraal

==

)


2. 
[image: image545.wmf]AQMPQMPSM

Ð=Ð=Ð

 (constante hoek op koorde PM)


3. 
[image: image546.wmf]PSMSMB

Ð=Ð

 (Z-hoek)


4. 
[image: image547.wmf]QAMSMB

Ð=Ð

 (volgt uit 1, 2 en 3)


5. AP // MS (volgt uit 4, F-hoek)


6. PS // AM (gegeven), dus is AMSP een parallellogram (volgt uit 5 en 6)

c.
1. 
[image: image548.wmf]PQMQMS

Ð=Ð

 (Z-hoek)


2. 
[image: image549.wmf]PQMSMB

Ð=Ð

 (zie b)


3. 
[image: image550.wmf]QMBMstraal

==



4. 
[image: image551.wmf]QMSBMS

Ð=Ð

 (volgt uit 1 en 2)


5. MS is gemeenschappelijk


6. 
[image: image552.wmf]QMSBMS

@

VV

 (ZHZ, volgt uit 3, 4 en 5)


7. 
[image: image553.wmf]QSBS

=

 (volgt uit 6)

81.
a.
1. CN is gemeenschappelijk
2. 
[image: image554.wmf]NCENCF

Ð=Ð

 (N is het midden van bg(AB))


3. 
[image: image555.wmf]90

CENCFN

Ð=Ð=

o

 (loodlijnen)


4. 
[image: image556.wmf]CENCFN

@

VV

 (ZHH, volgt uit 1, 2 en 3)


5. 
[image: image557.wmf]ENFN

=

 (volgt uit 4)
b.
1. 
[image: image558.wmf]ANFN

=

 (boog en koorde)


2. 
[image: image559.wmf]NENF

=

 (volgt uit a)


3. 
[image: image560.wmf]90

NEANFB

Ð=Ð=

o



4. 
[image: image561.wmf]ANEBNF

@

VV

 (ZZR, volgt uit 1, 2 en 3)


5. 
[image: image562.wmf]AEBF

=


82.
1. 
[image: image563.wmf]AGBGAB

a

Ð=Ð=

 (gelijkbenige driehoek)

2. 
[image: image564.wmf]1802

ABG

a

Ð=-

o

 (hoekensom driehoek)

3. 
[image: image565.wmf]180(1802)2

ABC

aa

Ð=--=

oo

 (gestrekte hoek)


4. 
[image: image566.wmf]ABEEBC

a

Ð=Ð=

 (BE is bissectrice)


5. BE // AG (Z-hoek, volgt uit 4)


6. Op analoge wijze kun je bewijzen dat AD // FB

7. vierhoek AHBI is een parallellogram (uit 5 en 6)

    dus AB en HI delen elkaar middendoor

83.
1. 
[image: image567.wmf]ABRARS

Ð=Ð

(hoek tussen koorde en raaklijn)

2. 
[image: image568.wmf]ARSTRC

Ð=Ð

 (overstaande hoeken)


3. 
[image: image569.wmf]TRCCDR

Ð=Ð

 (hoek tussen koorde en raaklijn)

4. 
[image: image570.wmf]ABRRDC

Ð=Ð

 (volgt uit 1, 2 en 3)


5. AB // CD (Z-hoek, volgt uit 4)


In het geval dat cirkel c2 binnen de cirkel c1 ligt:

1. 
[image: image571.wmf]ABRARSCDR

Ð=Ð=Ð

 (hoek tussen koorde en raaklijn)
2. AB // CD (F-hoek, volgt uit 1)

84.
1. 
[image: image572.wmf]90

AEDAFD

Ð=Ð=

o



2. vierhoek AEDF is een koordenvierhoek (volgt uit 1)


3. 
[image: image573.wmf]EADEFD

a

Ð=Ð=

 (constante hoek op koorde ED, volgt uit 2)


4. 
[image: image574.wmf]DFEDFGFGH

a

Ð=Ð=Ð=

 (Z-hoek)


5. 
[image: image575.wmf]EGBFGH

a

Ð=Ð=

 (overstaande hoeken)


6. 
[image: image576.wmf]9090

DGFFGH

a

Ð=-Ð=-

oo



7. 
[image: image577.wmf]9090180

FGEFGDDGBBGE

aa

Ð=Ð+Ð+Ð=-++=

ooo



    dus F, G en E liggen op één lijn.
85.
a.


b.
M ligt op de lijn door D loodrecht op AB

M ligt op de middelloodlijn van CD.

c.

[image: image578.wmf]30

DCF

Ð=

o

 (CD is bissectrice)


[image: image579.wmf]60

DMF

Ð=

o

 (omtrekshoek)

d.

[image: image580.wmf]360459060165

BFM

Ð=---=

ooooo

 (hoekensom v.e. vierhoek)
e. 
1. 
[image: image581.wmf]180753075

ADC

Ð=--=

oooo



2. 
[image: image582.wmf]9015

CDMADC

Ð=-Ð=

oo


3. 
[image: image583.wmf]DFM

V

 is een gelijkbenige driehoek met

    
[image: image584.wmf]60

DMF

Ð=

o

, dus 
[image: image585.wmf]DFM

V

 is gelijkzijdig.

4. 
[image: image586.wmf]75

CDFCDMMDF

Ð=Ð+Ð=

o

 (volgt uit 2 en 3)

5. 
[image: image587.wmf]18015

CFMBFM

Ð=-Ð=

oo

 (gestrekte hoek en vraag d)

6. 
[image: image588.wmf]75

DFCDFMCFM

Ð=Ð+Ð=

o


7. CD is gemeenschappelijk

8. 
[image: image589.wmf]ADCFDC

@

VV

 (ZHH, volgt uit 7, 4, 1 en 6)

9. 
[image: image590.wmf]ADFD

=


86.
1. 
[image: image591.wmf]FAEABC

a

Ð=Ð=

 (hoek tussen koorde en raaklijn)


2. 
[image: image592.wmf]90

CBD

a

Ð=-

o

 (raaklijn)


3. 
[image: image593.wmf]90

BCA

Ð=

o

 (Thales)


4. 
[image: image594.wmf]18090(90)

CDB

aa

Ð=---=

ooo

 (hoekensom v. e. driehoek)


5. 
[image: image595.wmf]ECBDCB

@

VV

 (ZHZ, 
[image: image596.wmf]ECDC

=

 (gegeven), 
[image: image597.wmf]90

ECBDCB

Ð=Ð=

o

 (volgt uit 3) en 

    CB is gemeenschappelijk)

6. 
[image: image598.wmf]BECBDC

a

Ð=Ð=

 (volgt uit 4 en 5)

7. 
[image: image599.wmf]AEFBEC

a

Ð=Ð=

 (overstaande hoeken)


8. 
[image: image600.wmf]AFEF

=

 (gelijkbenige driehoek, volgt uit 1 en 7)

87.
a.
1. 
[image: image601.wmf]A

AVAF

=

 (A ligt op de parabool)


2. 
[image: image602.wmf]A

VASFAS

Ð=Ð

 (raaklijneigenschap)


3. AS is gemeenschappelijk


4. 
[image: image603.wmf]A

VASFAS

@

VV

 (ZHZ, volgt uit 1, 2 en 3)


5. 
[image: image604.wmf]A

VSAFSA

a

Ð=Ð=

 (volgt uit 4)


6. Op analoge wijze kan bewezen worden dat 
[image: image605.wmf]B

VSBFSB

b

Ð=Ð=



7. 
[image: image606.wmf]22180

AB

VSV

ab

Ð=+=

o

 (gestrekte hoek)


8. 
[image: image607.wmf]90

ASB

ab

Ð=+=

o

 (volgt uit 7)
b.
Uit de congruentie van vraag a (punt 4) volgt dat 
[image: image608.wmf]90

A

AVSAFS

Ð=Ð=

o



Ook is 
[image: image609.wmf]90

B

BVSBFS

Ð=Ð=

o



Dus 
[image: image610.wmf]180

AFBAFSSFB

Ð=Ð+Ð=

o

, dus A, F en B liggen op één lijn.


88.
De linkertak is een parabool met brandpunt A en richtlijn m. Het middenstuk de bissectrice van hoek S en de rechtertak een parabool met brandpunt B en richtlijn m.

Examenopdrachten
89. Een geodriehoek
a.
1. 
[image: image611.wmf]45

ACB

Ð=

o

 (
[image: image612.wmf]ABC

V

 is gelijkbenige rechthoekige driehoek)

2. 
[image: image613.wmf]18045

ECDACBACD

Ð=-Ð-Ð=

oo

 (gestrekte hoek)


3. 
[image: image614.wmf]45904545180

ACEADEACDDCE

Ð+Ð=Ð+Ð+=++=

ooooo



4. vierhoek ACED is een koordenvierhoek (koordenvierhoek)
b.
1. 
[image: image615.wmf]45

DAEDCE

Ð=Ð=

o

 (constante hoek op koorde DE)

2. 
[image: image616.wmf]18090

AEDDAEADE

Ð=-Ð-Ð=

oo



3. 
[image: image617.wmf]AED

V

 is een geodriehoek

90. Het midden van een koorde

1. 
[image: image618.wmf]90

MSC

Ð=

o

 (loodlijn op koorde)

2. S ligt op een cirkel met middellijn MC (Thales)
91.
a.
1. 
[image: image619.wmf]MLMQQLrQL

=-=-




2. 
[image: image620.wmf]RLRPPLrPL

=-=-



3. Omdat 
[image: image621.wmf]QLPL

=

 is 
[image: image622.wmf]MLRL

=

 en ligt L dus op de middelloodlijn van MR.
b.
De punten L liggen even ver van M als van lijn k.

De punten L liggen op de parabool met brandpunt M en richtlijn k.

92. Cirkels bij een driehoek
a.
A en D liggen op de cirkel: M ligt op de middelloodlijn van AD.
De cirkel raakt AB in A: M ligt op de lijn door A loodrecht op AB.
b.
1. 
[image: image623.wmf]ABDBFD

Ð=Ð

 (hoek tussen koorde en raaklijn)

2. 
[image: image624.wmf]ACDCFD

Ð=Ð

 (hoek tussen koorde en raaklijn)


3. 
[image: image625.wmf]()180

BACBFCBACBFDCFDBACABDACD

Ð+Ð=Ð+Ð+Ð=Ð+Ð+Ð=

o



    (hoekensom v.e. driehoek)


4. vierhoek ABFC is een koordenvierhoek (koordenvierhoek, volgt uit 3)
93. Twee gelijkzijdige driehoeken
a.
1. 
[image: image626.wmf]ABCB

=

 (
[image: image627.wmf]ABC

V

 is gelijkzijdig)


2. 
[image: image628.wmf]6060

ABEABDABDCBD

Ð=Ð+=+Ð=Ð

oo



3. 
[image: image629.wmf]BEBD

=

 (
[image: image630.wmf]BDE

V

 is gelijkzijdig)


4. 
[image: image631.wmf]ABECBD

@

VV

 (ZHZ, volgt uit 1, 2 en 3)


5. 
[image: image632.wmf]AECD

=

 (volgt uit 4)
b.
1. 
[image: image633.wmf]180120

ASBACB

Ð=-Ð=

oo

 (ASBC is een koordenvierhoek)

2. 
[image: image634.wmf]60

BSEBDE

Ð=Ð=

o

 (constante hoek op koorde BE)

3. 
[image: image635.wmf]180

ASBBSE

Ð+Ð=

o

, dus 
[image: image636.wmf]BSE

Ð

 is een gestrekte hoek.

94. Evenwijdige lijnen en een rechthoek
a.
1. 
[image: image637.wmf]90

ABCADC

Ð=Ð=

o

 (Thales)

2. 
[image: image638.wmf]BACACD

a

Ð=Ð=

 (Z-hoek)


3. 
[image: image639.wmf]1809090

ACB

aa

Ð=--=-

ooo

 (hoekensom v.e. driehoek)

4. 
[image: image640.wmf]9090

BCDACBACD

aa

Ð=Ð+Ð=-+=

oo

 (volgt uit 2 en 3)


5. op analoge wijze kan bewezen worden dat 
[image: image641.wmf]90

BAD

Ð=

o



6. ABCD is een vierhoek met vier hoeken van 90o; ABCD is een rechthoek.
b.
1. 
[image: image642.wmf]2

CMECDE

Ð=×Ð

 (omtrekshoek)

2. 
[image: image643.wmf]SDEMCS

Ð=Ð

 (Z-hoek)

3. 
[image: image644.wmf]23

CSECMSMCSCDECDECDE

Ð=Ð+Ð=×Ð+Ð=×Ð

 (buitenhoek)
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